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Re´sume´ – L’objectif de cette e´tude est de comprendre et de mode´liser le comportement me´canique de
divers types de composites (fibres courtes, fibres longues. . . ) par le couplage d’un mode`le micro-me´canique
et d’un mode`le d’endommagement. Le mode`le microme´canique permet de de´terminer les caracte´ristiques
e´lastiques du mate´riau a` partir des caracte´ristiques thermo-me´caniques de la fibre et de la matrice par une
technique d’homoge´ne´isation microme´canique. Le mode`le d’endommagement, par l’utilisation du couplage
plasticite´ a` e´crouissage isotrope et/ou cine´matique non-line´aire avec l’endommagement, permet la prise en
compte de l’e´volution des de´formations re´siduelles et de l’augmentation de la pseudo-limite e´lastique au
cours du chargement
Mots cle´s : Composites / endommagement / plasticite´ / e´le´ments finis / SMC / homoge´ne´isation
Abstract – Elastoplastic damage modelling of composite materials. The objective of this work is
to understand and model the mechanical behavior of various types of composites materials (short fibres,
laminates. . . ) by the coupling of a micromechanical model and a damage model. The micromechanical
model makes it possible to determine the elastic characteristics of material starting from the data on
the fibers and the matrix by a homogenization technique. The damage model by the use of the coupling
between isotropic and/or non-linear kinematic hardening with the damage, allows taken into account of
the development of the residual strains and the increase of the pseudo-yield stress during the loading.
Key words: Composites / damage / plasticity / finite element method / SMC / homogeneization
1 Introduction
La fiabilite´ des structures composites doit passer
par une meilleure fabrication couple´e a` l’utilisation de
mate´riaux nouveaux de plus en plus performants, mais
aussi par une meilleure compre´hension de leur comporte-
ment. La pre´vision de l’endommagement avant rupture,
son influence sur la rupture, l’ame´lioration des crite`res
de rupture sont autant de the`mes a` de´velopper pour une
pre´diction plus fiable du comportement des structures,
autant sous sollicitations statiques que dynamiques.
Dans cette e´tude, il est propose´ un mode`le d’endom-
magement permettant une meilleure pre´diction du com-
portement des structures composites. Deux mate´riaux
sont utilise´s. Le premier est un composite a` fibres de
verre courtes plutoˆt utilise´ dans l’industrie automobile,
le second est un composite stratifie´ carbone/e´poxy tre`s
utilise´ dans l’industrie ae´ronautique. Les lois pre´sente´es
a Auteur correspondant : Frederic.Lachaud@ensica.fr
sont toutes implante´es dans un code industriel de calculs
par e´le´ments finis.
2 Expe´rimentation
2.1 Les mate´riaux e´tudie´s
Les composites e´tudie´s sont de deux types :
1) Un mat de verre pre´impre´gne´ SMC (Sheet Mol-
ding Compound) compose´ d’un me´lange de fibres de
verre courtes, de re´sine polyester insature´e et de charges
mine´rales. Il est de´signe´ par SMC-R 40 indiquant que les
fibres courtes (30 mm) sont dispose´es ale´atoirement (dans
le plan de fabrication des plaques) et que le taux mas-
sique de fibres est de 40 %. Ainsi, la disposition ale´atoire
des fibres de ce composite lui confe`re un comportement
isotrope transverse dans le plan (XY). Sa composite mas-
sique est re´sume´e ci-dessous (MENZOLIT) :
– 40 % de fibres de verre E,
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Nomenclature
AF Tenseur de localisation de Ferrari MPa
AMT Tenseur de localisation de Mori et Tanaka MPa
Cf Tenseur de rigidite´ de la fibre MPa
Cm Tenseur de rigidite´ de la matrice MPa
di Variable scalaire d’endommagement
εe Tenseur de de´formation e´lastique
εp Tenseur de de´formation plastique
EEsh Tenseur d’Eshelby MPa
f Crite`re de plasticite´ MPa
λ Multiplicateur plastique
p De´formation plastique cumule´e
R Variable d’e´crouissage isotrope MPa
R0 Limite e´lastique MPa
σ Tenseur de contrainte MPa
σ˜ Tenseur de contrainte effective MPa
Vf Taux volumique de fibres
X Variable tensorielle d’e´crouissage cine´matique MPa
Ydi Taux de restitution d’e´nergie e´lastique MPa
– 34 % de charges mine´rales de trihydrate d’aluminium
(Al{OH}3),
– 3,5 % de thermoplastique pour le retrait,
– 27,5 % de re´sine polyester insature´e.
La pre´sence, dans nos e´chantillons, de trihydrate d’alumi-
nium au lieu de carbonate de calcium ge´ne´ralement uti-
lise´, confe`re au mate´riau des proprie´te´s en tempe´rature
tre`s importantes (augmentation de la tempe´rature de
transition vitreuse).
2) Un composite carbone-e´poxy constitue´ d’une nappe
unidirectionnelle pre´impre´gne´e. Sa composition massique
est re´sume´e ci-dessous :
– 63 % de fibres de carbone T2H,
– 34 % de re´sine e´poxyde EH25 charge´e de nodules de
thermoplastique,
– 2 % de porosite´,
– la masse surfacique du pre´-impre´gne´ est de 260 g.m−2.
La nappe unidirectionnelle posse`de un comportement iso-
trope transverse dans le plan (XZ).
Une dissolution a` l’acide sulfurique re´alise´e selon la
norme IGC 04-26-230 a e´te´ re´alise´e afin de connaˆıtre
les pourcentages volumiques des fibres, de la re´sine, des
charges et des porosite´s pour chaque mate´riau.
2.2 Essais expe´rimentaux
Afin de connaˆıtre le comportement de ce type de com-
posite, des essais de traction, traction cycle´e, ont e´te´
re´alise´s a` l’aide d’une machine de traction INSTRON a`
de´placement impose´ (2 mm.min−1). Les figures 1 et 2
montrent un exemple du comportement σ = f(ε) pour
le composite SMC-R40 et le composite stratifie´ car-
bone/e´poxy.
Fig. 1. Comportement contrainte-de´formation longitudinale
du SMC-R a` 20 ◦C.
Fig. 2. Comportement d’un composite carbone-e´poxy
[±45◦]2S.
3 Mode`le the´orique de comportement
Les techniques d’homoge´ne´isation consistent a`
de´terminer les proprie´te´s e´lastiques d’un mate´riau a`
partir de ses constituants. Cette technique est re´alise´e
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sur un volume e´le´mentaire repre´sentatif [1,2] permettant
de prendre en compte l’ensemble des he´te´roge´ne´ite´s. Par
la suite, la reconstruction des grandeurs de l’e´chelle micro
a` l’e´chelle macro est re´alise´e par des mode`les spe´cifiques.
Dans le cadre de notre e´tude, la premie`re e´tape consiste
a` de´terminer les grandeurs homoge´ne´ise´es de notre
mate´riau a` partir de ses constituants c’est-a`-dire, de la
fibre, de la re´sine polyester, des charges et des porosite´s.
Pour ce faire, nous avons aborde´ cette e´tape par une
approche microme´canique re´alise´e en trois e´tapes : la
repre´sentation, la localisation, l’homoge´ne´isation.
Cette approche a e´te´ re´alise´e par le mode`le de Mori et
Tanaka [3] couple´ au mode`le de l’inclusion e´quivalente
d’Eshelby [4]. On rappelle ci-dessous le principe du
mode`le utilise´ sachant que ce mode`le a e´te´ utilise´ sans
modification. Bien que ce mode`le soit ge´ne´ralement uti-
lise´ sur des composites a` fibres courtes et pour des taux
volumiques de fibres faibles (<a` 30 %), nous l’avons tout
de meˆme utilise´ pour des composites a` fibres longues.
3.1 Mode`le microme´canique
Les approches microme´caniques sont fonde´es sur
le principe de l’homoge´ne´isation et permettent de
de´terminer les proprie´te´s macroscopiques d’un mate´riau
he´te´roge`ne a` partir des proprie´te´s des diffe´rentes phases
qui le constituent. Un volume e´le´mentaire repre´sentatif
(VER) est de´fini. Les diffe´rentes caracte´ristiques y seront
calcule´es.
La repre´sentation
Dans notre e´tape de repre´sentation du VER (Fig. 3),
le composite SMC est constitue´ de nombreuses familles
(une famille par orientation) de fibres de verre courtes
(suppose´es de forme elliptique) noye´es dans la matrice
polyester. Les fibres sont re´parties dans le plan de manie`re
ale´atoire. Pour repre´senter cette distribution, et compte
tenu du comportement isotrope transverse dans le plan
des plaques teste´es, la distribution ale´atoire des fibres est
repre´sente´e par vingt familles de fibres oriente´es de 0◦ a`
180◦ [5].
Pour le composite unidirectionnel, les fibres de lon-
gueurs infinies, sont toutes oriente´es dans le meˆme sens
et constituent la couche. Toutes les grandeurs de´signant
les fibres sont note´es avec l’indice i, celles correspondant a`
la matrice m. La phase note´e i est l’ensemble des fibres de
meˆme orientation. Dans le cas du composite unidirection-
nel, seule une famille de fibre est conside´re´e. Le compor-
tement global de l’empilement des couches est de´termine´
par la the´orie classique des stratifie´s [6].
Les tenseurs de localisation/concentration
La localisation (concentration) repre´sente le lien entre
les grandeurs macroscopiques et les grandeurs micro-
scopiques (contrainte et de´formation locales suppose´es
Fig. 3. Sche´ma du VER.
moyenne´es dans chaque phase). Elle fait intervenir le
tenseur de localisation Ai pour un proble`me e´crit en
de´formation et le tenseur Bi pour un proble`me e´crit en
contrainte : {
σi = Bi.Σ
εi = Ai.E
(1)
ou` E et
∑
sont respectivement les de´formations et
contraintes macroscopiques et εi et σi sont respective-
ment les de´formations et contraintes dans la phase i.
La de´termination de Ai et Bi de´pend du mode`le uti-
lise´ e´tabli suivant la mode´lisation du comportement de
chaque phase [1, 7].
Mode`le a` base d’inclusions, proble`me d’Eshelby [4]
Le proble`me de l’inclusion se base sur la situation
e´le´mentaire d’un milieu infini (matrice) perturbe´e locale-
ment par la pre´sence d’une zone appele´e inclusion [2,7,8].
Le proble`me d’Eshelby (proble`me de l’inclusion ho-
moge`ne) fait re´fe´rence a` un ensemble homoge`ne en terme
de rigidite´, entre la matrice et l’inclusion. Si l’inclusion
subit une de´formation  bloque´e  ou  restreinte  par la
matrice, il apparaˆıt une contrainte non-nulle dans l’inclu-
sion. La matrice re´agissant a` la contrainte dans l’inclusion
en se de´formant, il s’e´tablit un e´tat d’e´quilibre dans lequel
l’inclusion et la matrice sont dans un e´tat de contraintes
(de´formations homoge`nes non-nulles). Eshelby montre
alors que la relation entre la de´formation de l’inclusion
et la de´formation de perturbation lie´e a` la forme de l’in-
clusion (ici elliptique), est fonction du tenseur d’ordre 4
note´ EEsh [4]. La contrainte dans l’inclusion est alors fonc-
tion de la rigidite´ de la matrice, du tenseur d’Eshelby et
de la de´formation dans l’inclusion. Si maintenant l’inclu-
sion est inhomoge`ne (rigidite´ diffe´rente de celle de la ma-
trice), et plonge´e dans une matrice infinie, la solution du
proble`me d’e´quilibre n’est autre que la superposition de
la solution d’Eshelby et du chargement a` l’infini (solution
line´aire e´lastique). On parle alors de l’inclusion homoge`ne
e´quivalente.
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Eshelby donne alors, dans le cas ou` l’inclusion
plonge´e dans la matrice joue le roˆle d’une inclusion
inde´pendamment des autres phases, la loi de localisation
de la phase i [2, 4, 5] donne´e par l’e´quation (3).
Mode`le de Mori-Tanaka [2, 9–11]
Cette the´orie dite concentre´e, permet de prendre en
compte la pre´sence d’un grand nombre d’he´te´roge´ne´ite´s,
constituant une ame´lioration du mode`le d’Eshelby. Il
existe des interactions locales entre chaque phase. La ma-
trice dans laquelle est plonge´e l’he´te´roge´ne´ite´ (l’inclusion)
correspond a` un milieu de´ja` perturbe´ par la pre´sence des
autres he´te´roge´ne´ite´s.
Le tenseur de localisation de Mori et Tanaka (note´
AMT) de la phase i (fibre i) est donne´ par l’expression
suivante :
AiMT = A
i
Esh [(Vf .I + AEsh]
−1 (2)
Ce tenseur de localisation est fonction du tenseur de
localisation d’Eshelby et note´ (AEsh) :
AEsh =
n∑
i=1
V if A
i
Esh (3)
ou`
AiEsh = [I + EEshSm (Cf − Cm)]−1
et I : matrice identite´, Vf : taux volumique de fibre, EEsh :
tenseur d’Eshelby, fonction de la forme et de l’orientation
du renfort, Cm et Cf : tenseurs de rigidite´ de la matrice
et du renfort.
L’utilisation du tenseur effectif de Ferrari [12] est
mieux adapte´e pour l’analyse des composites a` fibres
longues, c’est-a`-dire pour des taux volumiques de fibres
importants (> a` 30 %). Son expression fait intervenir le
terme (1 − Vf) a` la place de Vf dans l’e´quation (2).
Diverses expressions du tenseur de Eshelby en fonction
de la forme du renfort (fibres courtes, fibres longues) sont
donne´es par Mura [13].
L’homoge´ne´isation
Cette e´tape permet de de´terminer le comportement
e´quivalent du composite en donnant les relations entre les
grandeurs locales (micro) et globales (macro). Les expres-
sions des de´formations et des contraintes macroscopiques
sont les moyennes sur le volume V du VER :


E = (1− Vf)εm +
n∑
i=1
V if εi
∑
= (1− Vf)σm +
n∑
i=1
V if σi
(4)
d’ou` on peut de´terminer l’expression ge´ne´rale des tenseurs
de rigidite´ et de souplesse du composite en combinant les
e´quations (1) et (4) par :

Ccomp = Cm +
n∑
i=1
V if (Ci − Cm)Ai
Scomp = Sm +
n∑
i=1
V if (Si − Sm)Bi
(5)
On peut remarquer que si les tenseurs Ai et Bi sont
e´gaux au tenseur identite´ I, nous retrouvons l’expression
de la rigidite´ et de la souplesse respectivement du mode`le
de Voigt et de Reuss [1].
La rigidite´ homoge´ne´ise´e du composite est ob-
tenue en remplac¸ant le tenseur de localisation Ai
dans l’e´quation (5) par son expression donne´e par
l’e´quation (2) :
Ccomp = Cm +
n∑
i=1
V if (Ci − Cm)AiMT (6)
ou` V if est la fraction volumique d’une famille de fibres.
Dans l’e´tude d’un composite stratifie´, V if est e´gal au
taux volumique de fibres de la couche conside´re´e. L’ho-
moge´ne´isation micro est re´alise´e a` l’e´chelle de la couche
afin d’obtenir ses caracte´ristiques me´caniques.
Remarque : La fibre de carbone posse`de un comportement
orthotrope au vu de son mode de fabrication. Son module
de traction sens longitudinal est beaucoup plus e´leve´ que
ses modules sens travers. La matrice de rigidite´ de la fibre
de carbone est alors de´termine´e en conse´quence [11, 13].
Les tableaux 1 et 2 pre´sentent la comparaison
des caracte´ristiques planes des composites obtenues
expe´rimentalement et par le mode`le the´orique. Les va-
leurs finales donne´es par le mode`le ont e´te´ obtenues en
plusieurs e´tapes.
La premie`re donne les caracte´ristiques me´caniques de
la re´sine (polyester et e´poxyde) incluant des porosite´s
(3,85 % SMC-R ; 1,5 % UD C/E). Le mode`le de l’inclusion
e´quivalente d’Eshelby est utilise´ en entrant comme inclu-
sion les porosite´s de forme sphe´rique (rapport de forme
e´gal a` 1) et de rigidite´ nulle.
La deuxie`me (pour le SMC-R seulement) donne
(mode`le de Mori-Tanaka) les caracte´ristiques me´caniques
du me´lange polyester, porosite´s et charge mine´rale (don-
nant les caracte´ristiques de la matrice) en fonction des
taux volumiques et des caracte´ristiques me´caniques des
constituants.
Enfin un dernier calcul permet d’obtenir les modules
d’e´lasticite´ globaux a` partir des rigidite´s de la matrice et
des fibres (verre ou carbone), du rapport de forme des
fibres et de la re´partition spatiale des fibres (Tab. 3).
3.2 Mode`le d’endommagement
Le mode`le d’endommagement applique´ est celui intro-
duit par Kachanov et Rabotnov en 1958, postulant que
l’endommagement d’un mate´riau peut eˆtre de´crit par ses
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Tableau 1. Tableau comparatif des caracte´ristiques me´caniques d’un composite SMC R 40 %.
Ex (MPa) Ey (MPa) Ez (MPa) Gxy = Gxz (MPa) νxy = νxz Gyz (MPa) νyz
Mode`le 14 720 14 720 8832 3751 0,26 5550 0,33
Expe´r. 13 450 12 860 – 3322 0,248 – –
±260 ±302 ±120 ±0,03
Ecart (%) 8,5 12,6 – 11 4,6
Tableau 2. Tableau comparatif des caracte´ristiques me´caniques d’un composite unidirectionnel carbone e´poxy (T2H/.EH25).
E11 (MPa) E22 (MPa) E33 (MPa) G12 = G13 (MPa) ν12 = ν13 G23 (MPa) ν23
Mode`le 139 000 9000 9000 5220 0,33 5550 0,43
Expe´r. 141 000 8503 – 4810 0,31 – –
±2510 ±152 ±80 ±0,02
Ecart (%) 1,5 5,6 – 8 6,1 – –
Tableau 3. Forme et re´partition spatiale des constituants des mate´riaux e´tudie´s.
Diam Longueur Rapport L/d Re´partition
Charge mine´rale 45 µm sphe´rique 1 diffuse
Porosite´ 20 µm sphe´rique 1 diffuse
Fibre de verre 10 µm 25 mm 2500 1 orientation tous les 9◦
Fibre de carbone 7 µm Infini – 1 orientation
effets sur les caracte´ristiques me´caniques du mate´riau et
notamment les modules d’e´lasticite´ affaiblis par une va-
riable scalaire d [13–17].
La prise en compte de cet endommagement passe par
la connaissance de l’e´volution de la variable d au cours du
chargement. L’inte´reˆt ici est d’appliquer a` l’e´tude de nos
deux mate´riaux, une me´thodologie simple de pre´vision
de l’endommagement (e´volution de la variable d) et
de la rupture (crite`re d’instabilite´ : test sur la va-
riable d˙ [15, 16]). Cette notion a e´te´ souvent aborde´e et ap-
plique´e aux composites stratifie´s par Ladeveze [13,17,18].
On reprend dans notre e´tude le meˆme formalisme.
L’e´volution de l’endommagement est de´crite par
une approche thermodynamique classique dans le cadre
des processus irre´versibles. Le potentiel thermodyna-
mique choisi est la densite´ volumique d’e´nergie libre ρϕ
de´pendant des variables internes :
ρϕ = ρϕ(εe, di, T, Vk) =
1
2
Cijkl .ε
e
ij .ε
e
kl (7)
ou` :
– εe est le tenseur des de´formations e´lastiques,
– di repre´sente les variables d’endommagement,
– T la tempe´rature,
– Vk d’autres variables telles que des variables
d’e´crouissage,
– Cijkl la matrice de rigidite´ du mate´riau,
– ρ la densite´ du mate´riau.
L’e´nergie volumique de de´formation e´lastique sous l’hy-
pothe`se des contraintes planes ge´ne´ralise´es (σ33 = 0), est
prise comme potentiel thermodynamique et s’e´crit :
2We =
σ211
E11
+
σ222
E22
− 2ν12σ11σ22
E11
+
σ212
G12
+
σ213
G13
σ223
G23
(8)
Les variables associe´es a` la de´formation εe et a` l’endom-
magement di sont :

σ(εe, di) =
∂We
∂εe
Ydi(εe, di) = −∂We
∂di
(9)
3.3 Variables d’endommagement
L’endommagement est de´crit par deux variables d1 et
d2 a` l’e´chelle du mate´riau dans le cas du composite a`
fibres courtes et de deux variables d22 et d12 a` l’e´chelle du
pli unidirectionnel dans le cas du composite stratifie´. Ces
variables sont applique´es aux diffe´rentes rigidite´s comme
il est indique´ dans le tableau 4.
Compte tenu de l’isotropie transverse de la couche uni-
directionnelle de carbone/e´poxy, les variables applique´es
aux modules G12 et G13 sont identiques. Dans le cas du
composite SMC-R, il a e´te´ ve´rifie´ que l’endommagement
dans le plan est identique quelle que soit la direction ; les
fibres e´tant dispose´es ale´atoirement [19]. L’endommage-
ment applique´ aux modules de cisaillement G12 et G13 est
identique.
Dans notre cas la variable taux de restitution d’e´nergie
associe´e Ydi est alors e´crite de la manie`re suivante :
Ydi =
1
2
σ2i
E0i (1− di)2
(10)
ou` i = (1, 2) pour les composites a` fibres courtes et
i = (12, 22) pour les composites a` fibres longues dans
le repe`re du pli. E0i repre´sente les modules de traction et
de cisaillement cite´s dans le tableau 4.
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Tableau 4. Re´capitulatif des variables d’endommagements applique´es aux rigidite´s.
Module d’e´lasticite´ EX EY EZ GXY GXZ GY Z
du composite SMC
(repe`re global)
Variable d’endommagement d1 d1 – d2 d2 –
Module d’e´lasticite´ E11 E22 E33 G12 G13 G23
du pli UD carbone/e´poxy
(repe`re couche)
Variable d’endommagement – d22 – d12 d12 –
si σ22 > 0
La variable d’endommagement global de´finissant la li-
mite du domaine de non fissuration est alors classique-
ment [13, 18] de´finie par l’expression suivante :
Yg = sup
τ≤t
√∑
kiYdi (11)
ki repre´sente les termes de couplage des endommage-
ments. Il est de´fini par le rapport des modules d’e´lasticite´
en traction et en cisaillement.
L’identification de l’e´volution de Yg en fonction des
variables d’endommagement, est re´alise´e sur des essais de
traction et/ou de cisaillement (me´thode du rail) cycle´s.
L’identification des termes de couplages est aise´e pour
les composites unidirectionnels. Des essais de traction
sur une stratification [±65] et [+45] permettent de les
de´terminer [13]. Concernant le composite SMC-R, il est
ne´cessaire d’utiliser un essai de traction-cisaillement. L’es-
sai Arcan a e´te´ utilise´ [20] en appliquant un cycle de
charge-de´charge jusqu’a` rupture. Cet essai permet de sol-
liciter une e´prouvette de forme  diabolo  sous une sol-
licitation mixte traction-cisaillement ou` le rapport de la
contrainte de traction sur la contrainte de cisaillement
peut varier. Le montage Arcan a e´te´ modifie´ par l’in-
troduction de guide entre les mors, permettant ainsi de
minimiser l’instabilite´ lors de de´charges me´caniques. La
configuration utilise´e sur l’essai est celle pour un angle de
45◦ afin d’obtenir un rapport de contrainte e´gale a` 1,3.
Lors de chaque cycle de charge-de´charge obtenu lors
des essais, les valeurs de Ydi et di = 1−Ei/E0 [13, 15, 18]
sont de´duites. Ces e´volutions sont donne´es figures 4 et 5
pour les deux mate´riaux e´tudie´s.
Ces e´volutions permettent de de´terminer le seuil d’en-
dommagement Yg(0) pour chaque mate´riau.
3.4 Couplage endommagement pseudo plasticite´
La plasticite´ est utilise´e pour retranscrire les
de´formations re´siduelles lors de de´charges me´caniques.
Elle est induite par la plasticite´ de la matrice et les glis-
sements aux interfaces fibres/matrice, mais aussi par cer-
tains blocages de fissures lors des de´charges. On parlera
(a)
(b)
Fig. 4. (a) Endommagement en traction du composite SMC-
R. (b) Endommagement en cisaillement du composite SMC-R.
alors de pseudo-plasticite´. Les lois classiques de plasticite´
en petites transformations sont :
– La de´formation totale donne´e par la somme d’une
de´formation e´lastique et d’une de´formation perma-
nente :
ε = εe + εp (12)
– L’e´nergie libre ϕ = ϕ(εe, p, α) ou` p est la variable
d’e´crouissage isotrope, α la variable d’e´crouissage
cine´matique.
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(a)
(b)
Fig. 5. (a) Endommagement en cisaillement du composite
stratifie´. (b) Endommagement en traction transverse.
– Les variables associe´es
R = ρ
∂ϕ
∂p
; X = ρ
∂ϕ
∂α
(13)
– La surface de charge f = f(σ,R,X) et l’hy-
pothe`se d’existence du multiplicateur plastique λ˙
de´termine´ par la condition f = f˙ = 0 avec les lois
comple´mentaires associe´es
ε˙p = λ˙
∂f
∂σ
p˙ = −λ˙ ∂f
∂R
α˙ = −λ˙ ∂f
∂X
(14)
La variable R de´crit l’e´volution de la taille de la
surface de charge. La variable tensorielle X de´crit le
de´placement de la surface de charge [14, 18]. Le couplage
des deux e´crouissages peut eˆtre aussi re´alise´. Les lois de
normalite´ sont donne´es par :
ε˙p =
λ˙
f + R(p) + R0
σ −X
(1− d)2 ; p˙ = λ˙; α˙ = ε˙
p (15)
Les lois comple´mentaires s’e´crivent :
X˙ = β.α˙− γ.X.p˙ ; R = g(p) (16)
Le couplage plasticite´-endommagement est re´alise´ de
fac¸on classique en introduisant la contrainte effective dans
Fig. 6. Surface de charge.
le crite`re d’e´coulement [13,14]. Le crite`re ge´ne´ral de plas-
ticite´ a` e´crouissage isotrope et cine´matique non-line´aire
utilisant un crite`re anisotrope s’e´crit alors a` la limite de
l’e´coulement :
f = f(σ˜, R,X) = C (σ˜ −X)−R(p) + R0 = 0 (17)
ou` C(σ˜−X) est le crite`re de´finissant la forme de la surface
de charge (Fig. 6) et R0 le seuil initial d’e´coulement.
Pour l’e´tude des composites SMC-R, le crite`re utilise´
est le crite`re de Von Mises (C(σ˜ −X) = J2(σ˜ −X)). Ce-
pendant, lors du de´veloppement de l’endommagement, le
crite`re de´finissant la surface de charge est modifie´. Un
crite`re anisotrope de type Hill devrait eˆtre utilise´.
Dans le cas du composite stratifie´, le crite`re anisotrope
utilise´ [13, 18] s’e´crit de la manie`re suivante :
f(σ,X,R) =√(
σ12 −X12
1− d12
)2
+ a2 ·
(
σ22 −X22
1− d22
)2
−R−R0 (18)
Les de´formations plastiques sont nulles suivant la di-
rection des fibres, identiques suivant les directions 12
et 13. Le coefficient de couplage a2 est de´termine´ par essai
et donne´ par le rapport entre les de´formations plastiques.
Les de´formations transverses sont fonction du signe de
la contrainte transverse : il n’y a pas de de´formations
re´siduelles en compression transverse.
L’identification est re´alise´e par des essais en trac-
tion/cisaillement pour le composite SMC-R (essai
Arcan [20]) et par des essais de traction sur des stra-
tifie´s [±45]2S, [45]8 et [±65]2S pour l’unidirectionnel car-
bone/e´poxy [13,16]. Dans le cas d’un essai de traction, les
variables de plasticite´ sont de´taille´es dans les deux para-
graphes suivants.
Cas de l’e´crouissage isotrope
Le domaine d’e´lasticite´ se modifie par dilatation. Les
variables sont la de´formation plastique cumule´e p et la
variable associe´e R de´finissant l’e´volution de la surface de
charge.
Dans ce cas, le crite`re de plasticite´ s’e´crit :
f =
σ
1− d − (R + R0) (19)
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Fig. 7. Identification des parame`tres de pseudo-plasticite´ pour
SMC-R.
Fig. 8. Identification des parame`tres de plasticite´ pour un UD
carbone/e´poxy.
L’incre´ment de la de´formation plastique cumule´e est
donne´ par :
p˙ = λ˙ (20)
L’incre´ment de de´formation plastique s’e´crit :
ε˙p =
λ˙
1− d (21)
Les valeurs expe´rimentales sont releve´es figures 7 et 8.
L’e´volution de l’e´crouissage est identifie´e par une solution
analytique ou` l’on peut relever le seuil initial de plasti-
cite´ R0.
Cas de l’e´crouissage cine´matique non-line´aire
couple´ a` l’e´crouissage isotrope
Le domaine d’e´lasticite´ se modifie par dilatation (va-
riable R) et par de´placement (variable X). L’e´crouissage
cine´matique non-line´aire a e´te´ couple´ a` l’e´crouissage iso-
trope par l’e´criture de la variable cine´matique.
Le crite`re de plasticite´ s’e´crit :
f =
σ −X
1− d −R0 (22)
L’incre´ment de la variable d’e´crouissage est :
X˙ = β(p).ε˙p − γ.X.p˙ (23)
La fonction β(p) a e´te´ choisie de la forme :
β(p) =
∂R(p)
∂p
(24)
L’incre´ment de de´formation plastique s’e´crit :
ε˙p =
λ˙
1− d (25)
En traction monotone, l’expression de X (sans cou-
plage) s’inte`gre analytiquement et s’e´crit :
X(0) =
β(0)
γ(1− d)
(
1− e−γ(1−d)εp
)
(26)
Pour chaque incre´ment de charge, les valeurs de X ,
εp sont calcule´es. Les coefficients β(0) et γ sont alors
de´termine´s (Fig. 7).
4 Analyse nume´rique
Le mode`le de´veloppe´ ci-dessus a e´te´ implante´ dans
le module non-line´aire MECANO du logiciel d’ana-
lyse nume´rique par e´le´ments finis SAMCEF, par l’in-
terme´diaire d’une routine e´crite en Fortran. Le fichier
d’entre´e (jeu de donne´es du mode`le) est parame´tre´ en
terme de donne´es d’endommagement et de plasticite´.
L’introduction des lois d’endommagement et de plasti-
cite´ est re´alise´e par leur e´volution analytique. La rou-
tine permet de donner en post-traitement l’e´volution des
de´formations re´siduelles, de l’endommagement e´le´ment
par e´le´ment sous forme de courbe ou sous forme de car-
tographie. Ce processus est couple´ a` un algorithme de
Newton-Raphson.
4.1 SMC-R : analyse d’un essai de traction
La validation du mode`le a e´te´ re´alise´e sur un essai de
traction. Les dimensions de l’e´prouvette sont de 150 mm
de longueur utile, 25 mm de largeur et 5 mm d’e´paisseur.
Le maillage est constitue´ de 30 e´le´ments volumiques de
degre´ 2. L’e´prouvette est encastre´e-libre. Les figures 9
et 10 montrent l’e´volution de la contrainte applique´e en
fonction de la de´formation longitudinale pour les deux
types d’e´crouissage.
Les deux mode`les sont tre`s proches des re´sultats
expe´rimentaux. L’e´crouissage cine´matique fait apparaˆıtre
de faibles boucles d’hyste´re´sis et retranscrit mieux les
de´formations re´siduelles. Il ne semble pas primordial
d’utiliser l’e´crouissage cine´matique, cependant, couple´ a`
l’e´crouissage isotrope, il permet de mode´liser le durcisse-
ment cyclique observe´.
La rupture globale de l’e´prouvette est de´termine´e par
l’instabilite´ de l’endommagement.
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Fig. 9. Comportement expe´rimental/nume´rique : e´crouissage
isotrope ; SMC-R.
Fig. 10. Comportement expe´rimental/nume´rique : e´crouis-
sage cine´matique + isotrope ; SMC-R.
4.2 UD carbone/e´poxy : analyse d’un essai de traction
Deux stratifications sont utilise´es pour les comparai-
sons expe´rimentales et nume´riques. La premie`re permet
de valider l’implantation de la pseudo-plasticite´ sur un
essai a` [±45]2S, la deuxie`me permet de valider le cou-
plage entre l’endommagement en cisaillement et trans-
verse [±65]2S. La pseudo-plasticite´ est pour ce mate´riau
la pseudo-plasticite´ a` e´crouissage isotrope.
Les dimensions de l’e´prouvette sont : 150 mm de lon-
gueur, 20 mm de largeur et 2 mm d’e´paisseur. Le maillage
est constitue´ de 60 e´le´ments volumiques composites de
degre´ 2.
Stratifie´ [±45]2S
Les de´formations re´siduelles sont tre`s bien retrans-
crites (Fig. 11), et ceci pour de tre`s grandes de´formations.
La rupture de l’e´prouvette est donne´e par l’instabilite´ de
l’endommagement et est obtenue pour une valeur de la va-
riable d’endommagement e´gale a` 0,5 comme de´termine´e
par la the´orie [13, 15]. La diffe´rence de valeur a` rupture
entre l’expe´rimentation et le mode`le vient du fait qu’il
existe lors des essais, une re´orientation des fibres a` 45◦,
introduisant une contrainte a` rupture surestime´e.
Fig. 11. Comparaison du comportement expe´rimental/nume´-
rique : essai sur stratifie´ [±45]2S.
Fig. 12. Comparaison du comportement expe´rimental/nume´-
rique : essai sur stratifie´ [±65]2S.
Stratifie´ [±65]2S
Cet essai permet de coupler l’endommagement en ci-
saillement et en traction transverse. La figure 12 montre
l’e´volution des contraintes de cisaillement et transverse
dans les plis a` 65◦. Le mode`le est la` encore assez proche
des re´sultats expe´rimentaux et la pre´diction de la rupture
est bien restitue´e.
4.3 Application au comportement de plaques troue´es
Afin de valider les mode`les sur des structures plus
complexes, des essais de traction sur e´prouvettes troue´es
ont e´te´ mene´s. L’endommagement local en bord de trou
est complexe et les mode`les pre´sente´s doivent permettre
de mieux appre´hender le comportement en bord de trou
de structures composites. La rupture nume´rique n’est pas
aborde´e mais est en cours d’e´tude.
Les dimensions des e´prouvettes troue´es sont de
150 mm de partie utile, 30 mm de largeur, 5 mm
d’e´paisseur pour le composite SMC et 4 mm pour le
composite stratifie´. La se´quence d’empilement du com-
posite carbone/e´poxy est [(90, 45, 0,−45)2]S ; la couche a`
0◦ e´tant oriente´e dans le sens de l’effort. Le perc¸age de
diame`tre 5 mm a e´te´ re´alise´ a` l’aide d’un foret spe´cifique.
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Fig. 13. Comportement expe´rimental/nume´rique d’un essai
de traction sur e´prouvette troue´e (SMC-R).
Ce foret est un foret a` coupe en bout nuance K20 utilise´
pour l’usinage des composites a` fibres de carbone [21].
La comparaison entre le comportement expe´rimental
et le mode`le nume´rique est re´alise´e jusqu’a` la limite de la
rupture expe´rimentale.
4.3.1 SMC-R
La figure 13 montre la comparaison des re´sultats
expe´rimentaux et nume´riques en terme de comportement
effort/de´placement pour le composite SMC-R. En analy-
sant ces re´sultats, on constate que le mode`le co¨ıncide bien
avec l’expe´rience. L’enveloppe du comportement est bien
restitue´e ainsi que les de´placements re´siduels.
Concernant l’endommagement, la figure 14, repre´sente
une radiographie X de l’e´prouvette teste´e ou` l’on a super-
pose´ la cartographie nume´rique du module des endomma-
gements sous forme d’iso-courbes. L’axe de sollicitation
est vertical.
Les re´sultats nume´riques sont donne´s a` la limite de la
rupture. L’endommagement maximal atteint 0,55 en bord
de trou. Il est de 0,22 en partie courante de l’e´prouvette.
La forme des endommagements donne´e par le mode`le
est assez proche de l’expe´rience.
4.3.2 Stratifie´ carbone/e´poxy
La figure 15 montre la comparaison des re´sultats
expe´rimentaux et nume´riques en terme de comporte-
ment effort/de´placement pour le composite stratifie´ car-
bone/e´poxy. Le mode`le nume´rique donne la` encore des
re´sultats proches de l’expe´rience.
Le mode`le permet d’indiquer les endommagements
couche par couche. Ces endommagements sont superpose´s
a` une radiographie X (Fig. 16) sous formes d’iso courbes
pour l’effort a` rupture. L’axe de sollicitation est vertical.
Les valeurs maximales du module des endommage-
ments en traction transverse et en cisaillement sont
donne´es (Fig. 16). Pour les plis a` 90◦ et a` 45◦, l’endom-
magement maximal (Figs. 16a et b) est situe´ en bord de
Fig. 14. Superposition de l’endommagement expe´rimental
(RX) et de l’endommagement nume´rique (module) pour le
composite SMC-R.
Fig. 15. Comportement expe´rimental/nume´rique d’un essai
de traction sur e´prouvette troue´e (carbone/e´poxy quasi-iso).
trou sur une horizontale (0,45 pour le pli a` 90◦ ; 0,38 pour
le pli a` 45◦). Il faut noter que la couche a` 0◦ s’endommage
tre`s localement a` 45◦ par rapport a` l’axe de sollicitation
(Fig. 16c).
Les re´sultats en terme de forme d’endommagement
sont proches de ceux releve´s par rayon X.
Conclusion
Un mode`le de comportement e´lastoplastique endom-
mageable des composites a e´te´ propose´ a` l’aide d’une
approche par la me´canique de l’endommagement. Un
mode`le microme´canique base´ sur l’approche de Mori
et Tanaka a permis de de´terminer les caracte´ristiques
me´caniques du composite mais aussi l’e´tat de contrainte
locale dans chaque constituant. Le mode`le a e´te´ applique´
a` un composite fibre-courte SMC-R et a` un composite
stratifie´ carbone/e´poxy.
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(a) Mode`le : pli a` 90◦ (b) Mode`le : pli a` 45◦ (c) Mode`le : pli a` 0◦
Fig. 16. Superposition de l’endommagement expe´rimental (RX) et de l’endommagement nume´rique (module) pour le car-
bone/e´poxy quasi-isotrope.
La mode´lisation de l’endommagement progressif
couple´ a` un crite`re de pseudo plasticite´, fait ap-
paraˆıtre une bonne corre´lation essais-calculs pour des
essais de traction. Le mode`le de plasticite´ a e´te´ choisi
comme un couplage entre l’e´crouissage cine´matique non-
line´aire et isotrope afin de mode´liser le durcissement
cyclique observe´ lors des essais sur composites fibres
courtes. Pour les composites stratifie´s, le couplage endom-
magement/plasticite´ a` e´crouissage isotrope, donne des
re´sultats tre`s proches des essais expe´rimentaux. Cepen-
dant la visco-plasticite´ n’a pas e´te´ prise en compte et est
actuellement en de´veloppement.
Ces mode`les ont e´te´ implante´s dans un code de calculs
par e´le´ments finis a` vocation industrielle (SAMCEF).
Bien qu’ils n’introduisent pas tous les phe´nome`nes d’en-
dommagement, leurs robustesses ont e´te´ valide´es.
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